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representable numbers, Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved. Mat., 1980,
Number 5, 8–11

Use of the all-Russian mathematical portal Math-Net.Ru implies that you have read

and agreed to these terms of use

http://www.mathnet.ru/eng/agreement

Download details:

IP: 217.215.159.7

February 3, 2019, 01:13:33



И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1УЬи МАТЕМАТИКА № 5 (216) 

А: Д. Вайнштейн, Б. 3. Шапиро УДК 510.22 

О СТРОЕНИИ МНОЖЕСТВА а-ПРЕДСТАВИМЫХ ЧИСЕЛ 

Рассмотрим последовательность a={ai}^=l, для которой выполняются 
условия 

со 

2 Щ < оо, а, > аш > 0. (1) 

Плотностью множества /CczZ+ по последовательности а назовем величину 
со 

p(/C) = 2 ai '• 2 ai- Обозначим через / интервал (0, 1), а через /—его за-

мыкание. Таким образом, для каждой последовательности, удовлетворяющей (1), 
z+• - z+ 

определено отображение р:2 —*/. Числа из множества Р = р(2 ) есте­
ственно называть а-представимыми. В работе [1] Какея доказал, что мно­
жество Р совершенно, и выдвинул несколько гипотез о его строении. В даль­
нейшем его исследования были продолжены и обобщены в [2], [3], [4] — [8]. 
В данной работе изучаются некоторые новые свойства отображения р. 

З а м е ч а н и е . Очевидно, что для последовательностей {а-^г и {mai)TLi > 
т > 0, отображения р совпадают, поэтому в дальнейшем мы будем без огра-

оо 

ничения общнбсти считать, что 2 а г = 1. 
Изучим сначала более детально строение множества Р. 
Т е о р е м а 1. Для того чтобы, Р совпадало с /, необходимо и доста­

точно, чтобы, для каждого члена последовательности выполнялось не­
равенство 

ап< f ai = rn. (*) 
i=n+l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть найдется k такое, 
что ак~> гк. Перепишем это неравенство в виде 

ak>rk_J2 (2) 

и рассмотрим s = I—rft_i/2^/. Пусть MczZ+ есть множество такое, что 
р (УМ) = s. Докажем, что {1,2, ... , k\czM. Действительно, если 0 < т < k, 
т£М, то из (2) р(Ж)< 1 — ат< 1 — ak< 1 — rk_1/2 = s. С другой стороны, 
если {1, 2, ... , k)<^M, то из (2) р(/И)>р((1, 2 , . . . , k)) = 1 + ak - rk_t > 1 -
—/"t_i/2 = s. Полученное противоречие доказывает необходимость условия {¥:)• 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Доказательство достаточности проводится анало­
гично приведенному в [9] (с. 213). 

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение, доказательство 
которого представляется очевидным. 

Лемма 1. Пусть ЛТП= {АГсг Z + | {1, 2, .. . , »}П/Л*= 0} , Рп=р(Ю- Тогда 

Рп-.1 = РптапУРп),где an + Pn=={s\s-a,,ZPj. , 
Теперь" мы можем обобщить одно из утверждений предыдущей теоремы. 
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Т е о р е м а 2. Пусть, начиная с некоторого N, для каждого члена 
последовательности выполняется неравенство ап < г„. Тогда Р представ­
ляется в виде объединения конечного числа отрезков, и лебегова мера Р 
равна 

/ - 1 . a.l<ri 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 1 вытекает, что PN_X = [0; rN_1], 
V- (ЛУ-I) = rN-i • Теперь из леммы 1 следуют оба утверждения теоремы. 

Для случая ап > гп авторами также получены некоторые результаты, 
обобщающие основную теорему работы [5]. 

Т е о р е м а 3. Пусть, начиная с некоторого N, для каждого члена 
последовательности выполняется неравенство ап> гп. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

(I) P гомеоморфно канторову множеству; 
(II) существует lim 2"ги = г, и мера Р удовлетворяет неравенству 

П-'Са 

[(iV+l)/2 iV]r<[x(P)<r. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем утверждение (I) теоремы для 

N = 1. Пусть 
Ф10=={«6 /1Г1<5<«1К 

фпо^\^Цг„<8<а,1},...,Ф 1 = f ^ / | 2 a ; + r « < s < 2 ai\* 
"z _ 1 l ( = 1 г = 1 j 

2 л - 1 

Положим Ф„ = У Ф ш . , Ф = и Ф г Очевидно Ф П ^ = 0 - Докажем, что 
Р = / \ Ф . Действительно, пусть / ? £ / \ Ф , тогда найдется «j такое, что 
а„ <р<ап_1 (при этом будем полагать а0 = 1). Кроме того, аи +гп У р 
(иначе выполнялось бы гп _г < р < ап _1, откуда р^Фя_1с:Ф). Следовательно, 

«i+Aj /г, + &, + 1 
можно выбрать &х так, чтобы 2 аг < Р < 2 а/ • Д а л е е п о аналогичным 

соображениям 2 аг + г,г +k > Z7' и можно перейти к следующему шагу. 
На /тг-м шаге имеем 

т niJfki m ni+ki 

2 2 «/</>< 2 2 <*, + «„ +к+1, 
откуда следует, что р£Р. 

Таким образом, Р = /\Ф. Кроме того, Р не содержит в себе интервалов, 
т. к, Р можно представить в виде Р= f] ( / \ФЯ) , а / \ Ф „ не содержит интер-

л = 1 
валов длины большей, чем г„. Следовательно, Р — совершенное всюду разрыв­
ное множество. Согласно [10] оно гомеоморфно канторову множеству. 

Пусть теперь iV> 1. Тогда PN_X гомеоморфно канторову множеству, 
и Р, согласно лемме 1, представляется в виде объединения конечного числа 
нигде неплотных множеств. Таким образом, Р — совершенное нигде неплотное 
множество, следовательно, оно гомеоморфно канторову множеству. 
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(II). Существование предела lim 2"г„ очевидно (см., напр., [5]). 
Пусть N = 1; тогда Фя, П ф"̂  = 0 при i f у н р (Фя) = 1 - 2% , JJ, (Ф) = 

=Нга |А (Ф„) =1 — lim 2"г„ = 1 — г, следовательно, ц (Я) = п Пусть теперь /V > 1; 
тогда \><(PA) = r[2N. Далее из леммы 1 получим \fn<CN 

V- (Pn-i) = V- iPn) + V* К + Pn) - !A (Pn П («« .+ Pn)) = 
= 2v(P„)-v.{PaMan + P„)). (3) 

Очевидно, р(Р„П(ап + P„)) > 0 (равенство достигается, напр., при ап>гп) 
и Р(РпГ\(ап + Рп))<\?'(Рп)~Р(Р^ (действительно, из (1) и условия теоремы 
следует, что [* (Я„\ (ап+Рп)) <(* (ЯД,), равенство достигается при ах—аг — ... =%)• ' 

Подставляя эти неравенства в (3), получим 

V-(Pn) + P(P„)<V-(P«-i)<2HPn)- (4) 

Применяя (4) необходимое число раз, получим [(N + 1)/2 ]г <р(Р) <г, 
что и требовалось доказать. 

В работе [1] была выдвинута гипотеза о том, что необходимым и доста­
точным условием нигде неплотности множества Р является существование 
счетного числа членов последовательности, для которых а1 > ri. Следующий 
пример убеждает нас в том, что эта гипотеза неверна. Положим 
а5л+1=0,24-10-", а5и+2 = 0,21-10-", а5я+3 = 0,18-10-", а5л+4 = 0,15-10^, 

оа 

а5л+5 = 0,12-10-". Тогда 2 > г = 1 и й5я+5 > r5«+s = 0,1 Л0гп. Кроме того, не-
с = 1 

трудно показать, что отрезок [2/15, 13/15] целиком принадлежит Р. Таким 
образом, вопрос о необходимом и достаточном условии нигде неплотности 
Р остается открытым. 

Рассмотрим теперь круг вопросов, связанных с мощностью прообразов 
точек из Я. 

Обозначим через /а множество точек р£1, для которых мощность мно­
жества {ATcZ+|p (/<) = />} равна а. Тогда, напр., /0 = 7"\Я и теоремы 1—3 
описывают строение множества /0. 

Ниже будут доказаны некоторые аналоги теоремы 1 для множества /с . 
Т е о р е м а 4. Пусть {а,}^ — последовательность, удовлетворяющая 

условию ап<г„, и пусть существует такое множество Ка1+, что 
(I) К и Z+\K счетны; 
(II) последовательность {ai}leK удовлетворяет условию (*). 
Тогда / с = / = ( 0 , 1). 
Доказательству теоремы предпошлем следующую лемму. 
Лемма 2. Пусть К a Z+—множество, удовлетворяющее условиям 

(I) и (II) теоремы 4, и р £ /. Гогдя найдется К* <= Z+, также удовлетво­
ряющее (5) и (II), такое, что р(К*)Ур-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть от = min я и о т > 1 . Докажем, что найдется 
множество /С„г, удовлетворяющее (I) и (II), такое, что (K[j {m— l})czKm • 
Если ATU {̂  — 1} с а м 0 удовлетворяет (I) и (II), то утверждение очевидно. 
Предположим, что это не так, т. е. ат_х>$(К). Поскольку ат_х < гт_1, 
то найдется конечное множество Ит с 1+ \АГ такое, что р(Яш) > гт_{ — ат_!, 
и тогда АГи//жи(/и — 1}'—искомое множество /Ст. Применяя аналогичное 
построение (т — 1) раз, получим множество /С2, удовлетворяющее (I) и (II), 
и при этом 1£АГ2. Заметим теперь, что если К удовлетворяет условиям 
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(I) и (II), /, k^K, I < 11 < k, то К[){п} также удовлетворяет этим условиям. 
Поэтому, если ?(К2)<р, выберем конечное множество Я a Z+ \ / C 2 так, чтобы 
р(Я) > р — р(K*S, и тогда множество К^[}Н удовлетворяет условиям леммы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Пусть К — множество, удовлетво­
ряющее условиям теоремы. Докажем, что (0; p(/C)]cz/c. Действительно, пусть 
Р$(0; Р(К)\. Рассмотрим 5 ; = {Sa:l+\K\p(S)< р}. Очевидно, 5* имеет 
мощность континуума. Кроме того, для любого S£S*p p — p(S)£(0, ?(K)]. 
В силу теоремы 1 найдется Гсг/С такое, что р(Г) — р — p(S). Тогда 
?(T[]S) = p и 5 можно выбрать континуумом способов, следовательно, />6^с . 
Теперь утверждение теоремы вытекает из леммы 2 и симметричности /£ отно­
сительно середины отрезка Г. 

Из доказанной .теоремы легко получается следующая 
Т е о р е м а 5. Пусть {аД^ удовлетворяет условию (-Х-) и, начиная с не­

которого N, для каждого члена последовательности выполняется неравенство 

а>п<гп+\- (5) 
Тогда L = I. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим множество, удовлетворяющее условиям 
теоремы 4. Положим F1 = {N\. Пусть построено множество Fmnm" = max n. 

neFm 
В силу условия (5) найдется конечное множество Hm^Mm„+l такое, что 

со 
ат*<Р(Нт)- Положим Fm+l=FmHНт. Докажем, что F= (J Fm удовлетво-

ряет условиям теоремы 4. Очевидно, что F счетно. Кроме того, Z+\F также 
счетно, т. к. {от*} z + £ = Z + \ / 7 и счетно. Наконец, по построению {а^^р 
удовлетворяет (>1<). Таким образом, условия теоремы 4 выполнены, следо­
вательно, 1=1. 

В заключение авторы выражают глубокую благодарность М. С. Штиль-
ману за постановку задачи и внимание к работе. 
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