
O QISLE KOMPONENT PROSTRANSTVA TRIGONOMETRIQESKIH MNOGOQLENOV

STEPENI n S 2n RAZLIQNYMI KRITIQESKIMI ZNAQENI�MI

B. Xapiro

§1. Vvedenie.

V rabore [1], s. 38 V. I. Arnolьd sformuliroval sledu�wu� gipotezu.

Gipoteza. Qislo komponent sv�znosti prostranstva T̃ gn trigonomet-
riqeskih mnogoqlenov stepeni n, ime�wih 2n razliqnyh vewestvennyh
kritiqeskih znaqeni�, sovpadaet s qislom komponent sv�znosti pros-
transtva P2n vseh gladkih funkcii na okruжnosti s tem жe svoistvom
(t.e. ime�wih rovno 2n razliqnyh kritiqeskih znaqeni�).

Soglasno [1] posledovatelьnostь card π0(P2n) sovpadaet s posledova-
telьnostь� qisel Зilera En. (Naprimer, E1 = 1, E2 = 2, E3 = 16. Za-
metim, qto pri ukazanii Ei dl� malyh i v [1], s. 38 dopuwena opiska i
privedeny znaqeni� ih antiperiodiqeskih analogov.) V зtoi korotkoi
zametke my dokaжem sformulirovannu� vyxe gipotezu.

Pustь X2n (sootv. X2n) oboznaqaet prostranstvo cikliqeski upor�doqen-
nyh naborov iz 2n vewestvennyh qisel, udovletvor��wih uslovi�, qto
kaжdoe qislo strogo (sootv. nestrogo) bolьxe ili strogo (sootv. ne-

strogo) menьxe dvuh svoih sosedei. Qerez X̃2n oboznaqim podmnoжestvo

naborov iz poparno razliqnyh qisel. Vvedem prostranstvo Tgn ⊃ T̃ gn,
sosto�wee iz trigonometriqeskih polinomov s 2n razliqnymi kritiq-
eskimi toqkami (no ne ob�zatelьno razliqnymi znaqeni�mi) i prostranstvo
Tgn, sosto�wee iz trigonometriqeskih mnogoqlenov s 2n kritiqeskimi

toqkami s uqetom kratnosti. Oqevidno, Tgn ⊃ Tgn ⊃ T̃ gn, i proek-
tivizaci� (t.e. faktor po umnoжeni� na nenulevye skal�ry) prostranstva
Tgn kompaktna. Zadadim otobraжenie Ψn : Tgn → X2n, sopostavl��wee
kaжdomu polinomu iz Tgn cikliqeski upor�doqennyi nabor ego kritiq-
eskih znaqenii. Esli kritiqeskoe znaqenie kratno, to ego nado pov-
toritь stolьko raz, kakova kratnostь. (Ograniqenie otobraжeni� Ψn na
podprostranstva v Tgn budem oboznaqatь toi жe bukvoi. V зtoi zametke
termin ’polinom’ vsegda oznaqaet trigonometriqeskii polinom.)

Predloжenie. Otobraжenie Ψn : T̃ gn/S1 → X̃2n - gomeomorfizm pros-

transtva X̃2n i faktorprostarnstva prostranstva T̃ gn po deistvi� okruж-
nosti S1 povorotami.

Sledstvie. Gipoteza Arnolьda verna. Komponenty prostranstva T̃ gn

(ili T̃ gn/S1) numeru�ts� cikliqeskimi updown-posledovatelьst�mi dliny
2n, sr. [2].

Dokazatelьstvu osnovnogo predloжeni� posv�wen sledu�wii paragraf.
Dve privedennye niжe gipotezy predstavl��ts� avtoru estestvennym
razvitiem tematiki.

Gipoteza 1. Otobraжenie Ψn zadaet gomeomorfizm prostranstv Tgn/S1

i X2n.
Rassmotrim l�bu� sistemu Qebyxeva iz 2n+1 periodiqeskih funkcii

f1, ..., f2n+1 i vydelim v lineinom prostranstve, nat�nutom na f1, ..., f2n+1,
podmnoжestvo Ω, sosto�wee iz vseh funkcii s 2n razliqnymi kritiq-
eskimi znaqeni�mi.
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Gipoteza 2. Qislo komponent sv�znosti mnoжestva Ω ravno qislu
Зilera En.

Posle togo kak nasto�wa� zametka byla zakonqena i otoslana v redak-
ci�, avtor poluqil ot V. I. Arnolьda statь� [3], v kotoroi dokazyvaet-
s� (sredi proqego) ta жe gipoteza, no soverxenno otliqnymi metodami.
Vozmoжnoe preimuwestvo izlagaemogo niжe podhoda sostoit v tom, qto
on, po-vidimomu, pozvol�et pereqislitь vse komponenty sv�znosti pros-
transtva trigonometriqeskih mnogoqlenov s poparno razliqnymi kritiq-
eskimi znaqeni�mi a takжe izuqitь sluqai proizvolьnyh qebyxevskih
sistem funkcii. Avtor blagodaren svoemu bratu i soavtoru M. Xapiro
za obsuжdenie privedennoi vyxe gipotezy Arnolьda i r�d vaжnyh nabl�-
denii, suwestvenno uluqxivxih formulirovki i зkspozici� materiala.

§2. Dokazatelьstva.

Dokazatelьstvo osnovnogo predloжeni� sostoit iz sledu�wih treh
зtapov:

a) otobraжenie Ψn : T̃ gn/S1 → X̃2n otkryto, t.e. �vl�ets� lokalьnym
gomeomorfizmom na obraz;

b) otobraжenie Ψn : T̃ gn/S1 → X̃2n - nakrytie;
v) stepenь зtogo nakryti� ravna 1, t.e. Ψn - gomeomorfizm.
Oboznaqeni�. Rassmotrim proizvolьnyi trigonometriqeskii poli-

nom g ∈ T̃ gn. Oboznaqim qerez (t1, ..., t2n), (c1, ..., c2n) cikliqeski upor�doqen-
nye kritiqeskie toqki i sootvetstvu�wie kritiqeskie znaqeni� g. (In-
ogda my budem �vno ukazyvatь zavisimostь ot g.) Prostranstvo Tn vseh
trigonometriqeskih polinomov stepeni ne vyxe n estь qebyxevska� sis-
tema funkcii, sm. naprimer [4]. Iz зtogo sleduet, v qastnosti, qto
dl� l�bogo i = 1, ..., 2n naidets� odnoparametriqeskoe semeistvo poli-
nomov pα

g,i ∈ Tn, udovletvor��wih uslovi�m: pα
g,i(tj) = 0 dl� vseh j 6= i

i pα
g,i(ti) = 1, sm. [4]. Parametr α probegaet affinnu� pr�mu� v pros-

transtve Tn. Oqevidno, qto kaжdyi pα
g,i prinadleжit Tgn.

Dokazatelьstvo a). Rassmotrim proizvolьnyi g ∈ T̃ gn i vyberem nekii

konkretnyi pα
g,i. Vozьmem semeistvo g + λpα

g,i i vyqislim dcj(λ)
dλ

|λ=0, gde
cj(λ) - kritiqeskoe znaqenie polinoma g + λpα

g,i, blizkoe k cj. (Ono kor-

rektno opredeleno pri malyh λ.) Legko videtь, qto dcj(λ)
dλ

|λ=0 = 0 dl� vseh

j 6= i i dci(λ)
dλ

|λ=0 = 1 dl� l�bogo fiksirovannogo znaqeni� α. Tem samym,

otobraжenie Ψn : T̃ gn → X̃2n �vl�ets� submersiei, i proobraz toqki iz

X̃2n estь obъedinenie orbit deistvi� S1 na T̃ gn povorotami.
�

Zameqanie 0. V deistvitelьnosti, зto rassuжdenie dokazyvaet otkry-
tostь lokalьno opredelennogo otobraжeni� transversali k deistvi� povoro-
tov v okrestnosti l�bogo polinoma g ∈ Tgn na proizvolьnym obrazom
upor�doqennoe mnoжestvo ego kritiqeskih znaqenii.

Dokazatelьstvo b). Razobьem rassuжdenie na sledu�wie xagi.
Nabl�denie 1. L�bye dve Lp-metriki зkvivalentny na prostranstva

Tn vseh trigonometriqeskih mnogoqlenov stepeni ne vyxe n. Зto oz-
naqaet, qto dl� l�byh p i q ∈ [1,∞) suwestvu�t konstanty Γp,q > γp.q > 0,
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zavis�wie ot p, q, n, takie qto dl� l�bogo g ∈ Tn, otliqnogo ot toжdestvennogo
nul�, imeet mesto neravenstvo

0 < γp,q ≤ Lp(g)

Lq(g)
≤ Γp,q < ∞.

(Toqnye znaqeni� Γp,q > γp.q > 0 nesuwestvenny dl� dalьneixego.)

Lemma 2. Dl� l�bogo g ∈ T̃ gn s cikliqeskim naborom kritiqeskih
toqek i znaqenii (t1, ..., t2n), (c1, ..., c2n) sootv., udovletvor��wih uslovi�
mink |tk − tk−1| > ǫ > 0, i l�bogo i = 1, ..., 2n naidets� takoe znaqenie
α, qto trigonometriqeskii polinom pα

g,i iz ukazannogo vyxe semeistva

imeet L1-normu ne bolьxe konstanty κn(ǫ) = kn

(ǫ(24−ǫ2))
n(n−1)

2

, gde kn - neka�

konstanta, zavis�wa� tolьko ot n.
Dokazatelьstvo. Oqevidno, qto L1-norma polinoma pα

g,i =
∑

i ai sin ix +
bi cos ix + c ne prevyxaet

∑
i(|ai| + |bi|) + |c|. Ocenim sverhu posledn��

veliqinu. Zametim, qto polinom pα
g,i ob�zatelьno imeet 2n vewestvennyh

kornei, 2n− 1 iz kotoryh sovpada�t s t1, ..., t̂i, ..., t2n, a poslednii - l�boe
qislo, otliqnoe ot ti. Vyberem poslednii korenь t2n+1 tak, qtoby dl�
novoi sistemy iz 2n + 1 korn� t1, ..., ti, ..., t2n, t2n+1 vypoln�losь uslovie
mini |tl − tl−1| > ǫ

2 . Togda pα
g,i opredelen odnoznaqno sistemoi iz 2n + 1

uslovi�: pα
g,i(tj) = 0, j 6= i, pα

g,i(ti) = 1. Koзfficient aj (bj sootv.) raven
∆1

j

∆ (
∆2

j

∆ sootv.), gde

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

sin t1 cos t1 sin 2t1 cos 2t1 . . . sin nt1 cos nt1 1
sin t2 cos t2 sin 2t2 cos 2t2 . . . sin nt2 cos nt2 1

...
...

...
... . . .

...
... 1

sin t2n+1 cos t2n+1 sin 2t2n+1 cos 2t2n+1 . . . sin nt2n+1 cos nt2n+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

a ∆1
j (∆2

j sootv.) poluqaets� zamenoi v vyxeprivedennoi matrice (2j−1)-
go (sootv. 2j-go) stolbca na (0, 0, ..., 0, 1). Zametim, qto dl� ∆ imeets�
�vna� formula

∆ = lnΠi<j sin
ti − tj

2
,

gde ln - nekotora� konstanta. Imeem, ∆k
j ≤ (

√
n + 1)2n+1, k = 1, 2, poskolьku

dlina kaжdogo stolbca (stroki) vyxeprivedennoi matricy ne bolьxe√
n + 1. Iz formuly dl� ∆ i razloжeni� sinusa v r�d poluqaem dl� ǫ < 1

neravenstvo |∆| ≥ ln( ǫ
2 − ǫ3

48 )
n(n−1)

2 . Okonqatelьno poluqaem, qto |ai| i |bi|
ne prevyxa�t (

√
n+1)2n+1

ln( ǫ
2−

ǫ3

48 )
n(n−1)

2

. Analogiqno, |c| ≤ (
√

n+1)2n+1

ln( ǫ
2−

ǫ3

48 )
n(n−1)

2

, i L1-norma

funkcii pα
g,i ne prevyxaet κn(ǫ) = (2n + 1) (

√
n+1)2n+1

ln( ǫ
2−

ǫ3

48 )
n(n−1)

2

= kn

(ǫ(24−ǫ2))
n(n−1)

2

.

�

Rassmotrim L∞-normu na prostranstve Tn vseh trigonometriqeskih
polinomov stepeni ne vyxe n.

Lemma 3. Pustь g ∈ T̃ gn imeet nabor kritiqeskih znaqenii (c1, ..., c2n),

udovletvor��wii uslovi�: mini<j |ci − cj | ≥ ǫ. Togda prostranstvo T̃ gn

soderжit ǫ
2 -okrestnostь polinoma g otnositelьno L∞-normy.
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Dokazatelьstvo. Oqevidno.
�

Lemma 4. Pustь cikliqeskii nabor C = (c1, ..., c2n) ∈ X2n udovletvor�et
uslovi�m:

1) max |ci| = µ;
2) mini |ci − ci−1| = ν > 0;

3) ∃g ∈ T̃ gn takoe, qto Ψn(g) = C.
Togda mini |ti − ti−1| ≥ ν

2nµΓ1,∞
, gde t1, ..., t2n - kritiqeskie znaqeni� g.

Dokazatelьstvo. Po opredeleni� imeem

2n∑

i=1

|ci − ci−1| =

∫ 2π

0

|g′(t)|dt.

Sledovatelьno, L1-norma funkcii g′ ne prevyxaet 2nµ. Soglasno nabl�-
deni� 1 poluqaem, qto L∞-norma funkcii g′, t.e. max |g′| ne prevyxaet

2nµΓ1,∞. Iz uslovi� 2) imeem, qto
∫ ti

ti−1
|g′|dt ≥ ν. Takim obrazom, ∀i

vypoln�ets� |ti − ti−1| ≥ ν
2nµΓ1,∞

.

�

Sledstvie 5. Dl� l�bogo g ∈ T̃ gn, udovletvor��wego uslovi�m
1) mini<j |ci − cj | = ǫ > 0;
2) maxi |ci| = µ > 0,

suwestvuet δ(ǫ, µ) takoe, qto otobraжenie Ψn : T̃ gn/S1 → X̃2n nakry-

vaet δ(ǫ, µ)-okrestnostь obraza Ψn(g) v prostranstve X̃2n otnositelьno
L∞-normy.

Dokazatelьstvo. Soglasno lemme 3 dl� l�bogo g, udovletvor��wego

1)-2), ego ǫ
2 -okrestnostь soderжits� v T̃ gn. Krome togo soglasno lemme 4

dl� l�bogo g, udovletvor��wego 1)-2), rassto�nie mini |ti − ti−1| meжdu
ego kritiqeskimi znaqeni�mi ne menьxe ǫ

2nµΓ1,∞
. Sledu� dokazatelьstvu

lemmy 1, moжno dl� kaжdogo i = 1, ..., 2n postroitь globalьnoe gladkoe

vektornoe pole ξi na T̃ gn iz ’vektorov’ pα
g,i. Dl� зtogo dostatoqno dl�

kaжdogo g vybratь t2n+1 = ti+ti+1

2 , qto odnoznaqno opredelit pα
g,i, gladko

zavis�wii ot polinoma g. Imeem, dci

dξi
= 1, i

dcj

dξi
= 0, i 6= j, gde proizvodna�

berets� vdolь pol� ξi. Legko videtь, qto dl� l�bogo g, udovletvor��wego
1)-2), dliny vektorov pol� ξi v ǫ

4 -okrestnosti polinoma g ograniqeny
sverhu konstantoi, zavis�wei tolьko ot ǫ i µ. Deistvitelьno, dl� l�bogo
g∗ iz ǫ

4 -okrestnosti polinoma g vypoln��ts� uslovi�: maxi |ci(g
∗)| ≤ µ+ ǫ

4
i mini |ci(g

∗)− ci−1(g
∗)| ≥ ǫ

2 . Зto pozvol�et vospolьzovatьs� lemmoi 4 dl�
ocenki rassto�ni� meжdu kritiqeskimi toqkami g∗ i zatem lemmoi 1 dl�
ocenki L1-normy ’vektora’ pα

g∗,i. Poskolьku vektornye pol� ξi opredeleny
dl� vseh i, to moжno, dviga�sь vdolь nih, men�tь nezavisimo v otdelen-
nyh ot nul� predelah vse kritiqeskie znaqeni� ci. Sledovatelьno, suw-
estvuet δ(ǫ, µ) takoe, qto otobraжenie Ψn nakryvaet δ(ǫ, µ)-okrestnostь
l�bogo polinoma g, udovletvor��wego posylkam.

�

Lemma 6 (nakryva�wa� gomotopi� dl� putei v X̃2n). Rassmotrim

proizvolьnyi putь C(τ) : [0, 1] → X̃2n, soedin��wii dva cikliqeskih nab-
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ora C(0) ∈ X̃2n i C(1) ∈ X̃2n. Pustь suwestvuet trigonometriqeskii poli-

nom g(0) ∈ T̃ gn, takoi qto Ψn(g(0)) = C(0). Togda naidets� putь g(τ) :

[0, 1] → T̃ gn (a znaqit i v T̃ gn/S1), nakryva�wii C(τ).
Dokazatelьstvo. Analiziru� predyduwee dokazatelьstvo legko ube-

ditьs�, qto vybor δ(ǫ, µ) moжno sdelatь nepreryvnym po (ǫ, µ). Tem samym,

poskolьku putь C(τ) kompakten v X̃2n, to naidets� δmin = minτ δ(ǫ(τ), µ(τ)) >
0. Razobъem putь C(µ) toqkami C(0), C(1/N), C(2/N), ..., C(1) na otrezki dliny

menьxe δmin. Soglasno sledstvi� 5 otobraжenie Ψn : T̃ gn/S1 → X̃2n

nakroet pervyi otrezok puti. Pustь g(1/N) polinom, otobraжa�wiis�
na C(1/N). Poskolьku dl� δ(ǫ(1/N), µ(1/N)) > δmin, to op�tь soglasno
sledstvi� 5 otobraжenie Ψn nakryvaet δmin-okrestnostь obraza C(1/n) i
t.d.

�

Sledstvie 7. Otobraжenie Ψn : T̃ gn/S1 → X̃2n - nakrytie.
Deistvitelьno po lemmam 1 i 6 зto otobraжenie - lokalьnyi gomeo-

morfizm, udovletvor��wii svoistvu nakryva�wei gomotopii dl� putei
i, sledovatelьno, nakrytie.

�

Dokazatelьstvo v). Soglasno dokazannomu otobraжenie zamknutyh mnoж-
estv Ψn : Tgn/S1 → X2n korrektno opredeleno i �vl�ets� nakrytiem

na otkrytoi qasti T̃ gn/S1 → X̃2n. Zametim, qto iz teorii approksi-
macii Qebyxeva, v qastnosti, vytekaet, qto sin nx - edinstvennyi (s
toqnostь� do povorotov) trigonometriqeskii mnogoqlen stepeni ne vyxe
n, ime�wii 2n kritiqeskih toqek i rovno dva kritiqeskih znaqeni� ±1,

sm. naprimer [5]. Зto oznaqaet, qto klass sinnt v T̃ gn �vl�ets� edin-
stvennym proobrazom cikliqeskogo nabora C = (1,−1, 1,−1, ..., 1,−1) ∈ X2n

otnositelьno otobraжeni� Ψn. Rassmotrim putь ρ : [0, 1] → X2n takoi,

qto ρ(0) = C i ρ(τ) ∈ X̃2n dl� vseh τ ∈ (0, 1]. Predpoloжim, qto ste-

penь nakryti� Ψn : T̃ gn/S1 → X̃2n bolьxe 1, i rassmotrim dva raznyh
proobraza Ψ−1

n,1(ρ(1)) i Ψ−1
n,2(ρ(1)) nabora ρ(1). V silu nakryva�wei gomo-

topii na otkrytoi qasti i kompaktnosti proektivizacii prostranstva
Tgn/S1, my moжem odnoznaqno podn�tь putь ρ do dvuh putei Ψ−1

n,1(ρ) i Ψ−1
n,2(ρ)

v Tgn/S1. (V deistvitelьnosti, oba зti puti popadut tolьko v Tgn/S1, i
Ψ−1

n,1(ρ(0)) sovpadaet s Ψ−1
n,2(ρ(0)) i ravny sin nx ili, toqnee govor�, klassu

sin nx v T̃ gn/S1.) Vyberem teperь proizvolьnu� lokalьnu� transversalь

Sec k S1-deistvi� na T̃ gn v okrestnosti polinoma sinnx. Puti Ψ−1
n,1(ρ)

i Ψ−1
n,2(ρ) odnoznaqno podnima�ts� v okrestnosti τ = 0 na transversalь

Sec do putei Φ1(τ) i Φ2(τ), gde τ ∈ [0, t << 1], priqem Φ1(0) = Φ2(0) =

sin nx. S drugoi storony, rassmotrim otobraжenie R̃
2n → X̃2n, gde R̃

2n ⊂
R

2n - polnyi proobraz X̃2n v prostranstve upor�doqennyh n-ok qisel
(c1, ..., c2n) otnositelьno vz�ti� cikliqeskogo upor�doqivani�. (Zametim,
qto ranьxe vyraжenie (c1, ..., c2n) oboznaqalo cikliqeski upor�doqennyi
nabor.) Dl� l�bogo τ ∈ (0, 1] vyberem v cikliqeski upor�doqennom na-
bore ρ(τ) polnoe upor�doqivanie, poloжiv ego pervyi зlement ravnyi

minimumu iz vseh. Poskolьku ρ(τ) leжit v X̃2n, зtot vybor oprede-
len odnoznaqno. Posle зtogo vybora putь ρ odnoznaqno podnimets� do

puti ρ̃ ⊂ R̃
2n. Lokalьno opredelennoe otobraжenie Ψ̃n : Sec → R̃

2n, oto-
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braжa�wee polinom na upor�doqennyi nabor ego kritiqeskih znaqenii,

perevodit Φ1 i Φ2 v ρ̃. Odnako, v silu zameqani� 0 otobraжenie Ψ̃n oto-
braжaet transversalь Sec lokalьno gomeomorfno na okrestnostь nabora

C v R̃
2n. Sledovatelьno, Φ1 = Φ2. Tem samym, Ψ−1

n,1(ρ) i Ψ−1
n,2(ρ) sovpada�t

v okrestnosti nul�, a znaqit, i globalьno. Зto protivoreqit posylke i
dokazyvaet lemmu.

�
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