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(Tϕ, ϕ) = λ(ϕ, ϕ),
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$�	 ��� �����3 .� .	��� �� �� � ��� 
$�	 ��� $�	�����9

(∗) =
M∑

m=1

∑
xj∈Vm

∂nϕ(xj)φ′(xj). =��>

��� �
����	� �
�����
�� ��$� ���� ϕ(xj) = ϕ(xk) *
	 ��� xj , xj ∈ Vm3 �
 *
	 ���
xl ∈ Vm .� *�	���	 ��$�

(∗) =
M∑

m=1

⎛
⎝ϕ(xl)

∑
xj∈Vm

∂nφ′(xj)

⎞
⎠ = 0, =�">

�� $�	��� 
* ��� ������	� �
����	� �
�����
�� =�>3 ��� 
���	 ��� �� =��> ���
�� 
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�
��� ������� �	�
�� ��� �
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�� �����
� �� ����� 5 *�����
�3 ϕ �� �� �����*�����
� 
* L(Γ) �* ��� 
��� �*

L(Γ)ϕ = λϕ, =�&>


	 �7
�����

− ϕ′′ = λϕ, 
� �$�	� ���� =��>

��� �����*� { ∑
xi∈Vm

∂nϕ(xi) = 0,
ϕ(xi) = ϕ(xj), xj , xi ∈ Vm,

m = 1, ..., M. =�B>

��� ��6�	������ ������
� =��> ��� ������ �� ���������� ��� ��� �
����
� 
� ����
���� ��

ϕn = Aeikx + Be−ikx, =��>

.��	� k =
√

λ� �.
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	��������
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* =��> �	� ���*��� ��� �� ���	����
����� ��� 
�� �� 	���	��� �����3 ��� '���	� �� �
 ��� ��� ����� 
* ���
����
.�$��3 ���

A = a2j−1e
−ikx2j−1 , B = a2je

ikx2j , =�%>

����
ϕn = a2j−1e

ik(x−x2j−1) + a2je
ik(x2j−x) =�(>

�

ϕn = a2j−1e

ik|x−x2j−1| + a2je
ik|x−x2j |. =��>

@� ��� ����� 
* 
���
��� .�$��3 ��� *�����
� ��9

ϕn = b2je
−ik|x−x2j| + b2j−1e

−ik|x−x2j−1|. =��>
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0 eikdn
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︸ ︷︷ ︸
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a2j−1

a2j

)
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 �7
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⎜⎜⎜⎝

b1

b2

���
bn

⎞
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��� 
�� ���
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e−ik(x−x1) 
� ���� E1� ��� ������	��� ��
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⎛
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���
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⎞
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︸ ︷︷ ︸
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⎞
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︸ ︷︷ ︸
Sm

v

⎛
⎜⎜⎜⎝

b
0
���
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⎞
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︸ ︷︷ ︸
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1 + r = t
(vm − 1)t + r − 1 = 0.

=�B>

���� ������ {
t = 2/vm,
r = (2 − vm)/vm.

=��>
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���� .�$�� ��� �m ���
�
		��

����� $���
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���
��� .�$��� @* .� ��� Sm

v �� ��� ���	�7 ����
����	���� ��� 	�����
� ���.��� �����; ����

�m = Sm
v �

m, (Sm
v )jk =

{
2/vm, j �= k;
(2 − vm)/vm, j = k,

=�%>

.��	� 1 ≤ j, k ≤ v�
4�� SV �� � ���	�7 ���� �
��� ��� Sm

v 3 m = 1, ..., M �� ��� *
��
.��� .��9⎛
⎜⎜⎜⎝

�1

�2

���
�M

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ S1

v 0 · · ·
0 S2

v
���

� � �

⎞
⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
SV

⎛
⎜⎜⎜⎝
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�2

���

�M

⎞
⎟⎟⎟⎠ . =�(>
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��� �) SV �� ��������
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") 5 ���	�73 A3 �� �����	� �* A∗ = A−1� ���� �
�����
� �	���*
	��
�
 SV = S−1

V ����� ��� ���	�7 �� �
�� 	��� ��� ������	��� C� .��� ���	�*
	�
$�	�*� ���� ��� �������� SV SV = I �
���� SV �� ��/��� �� ��8� ����
��� ��
�?�
S1

v , S2
v , ..., SM

v �
 �� �� ��
��� �
 $�	�*� ���� (Sk
v )2 = I *
	 1 ≤ k ≤ M � 4�� Sv,i

�� ��� 	
. =
	 �
����> i �� ��� Sv� '	
� =��> *
��
.� ����

< Sv,i, Sv,j >=
{

(v − 1)t2 + r2 = 1, i = j,
(v − 2)t2 + 2rt = 0, i �= j.

=��>

���� SvSv = I ��� S−1
V = S∗

V � �

'	
� =�&> ��� =�(> *
��
.� ����

� = SV SE� =��>

�� �����/�� *
	 �$�	� $���
	 � ���� 	�
	������ �� �����*����
� �
 L(Γ)�� C� ��/��
��� �
��� ������	��� ���	�73 S(k)3 ��

S(k) ≡ SV SE(k). =��>

:
�+�	�$��� �
����
�� �
 =��>3 ���� �����$���
	� � .��� �����$����� 1 �
 S(k) ���
�� *
���3 
��� *
	 ���� k9� ����

f(k) ≡ det(S(k) − I) = 0. =�">

������"� 	�
	 SE 
�� SV 
��� �� #����
�� ����$ ��
#��
� �� ��%����	 �
����

�&
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�� ��� �������� ������������ 
* �� �����$���� λ �
 L(Γ)3 �� ms3 ��� ���
ma ���
�� ��� ��������� ������������ ���� ��� �������
� 
* ��� �����	 �
��� 
*
�
����
�� �
 =�">� �� :
.��-�? ��� A� E�	��
$ 1��2 ��� ��
.� ���� E = 0 ���
�
���	�� �����
������ 1 ��� �����	��� �����
������ N −M +2� ��� �����	��� ���
�
���	�� �����
�������� �	� ����� *
	 
���	 �����$������

4�� u �� � ����	�����
� ���� �
����� ��*
	����
� ��
�� ��� �
���	�� �� ���
*
��
.��� .��9

u ≡ 2δ(k) +
∞∑

n=1

(δ(k − kn) + δ(k + kn)) , =�&>

.��	� kn �	� ��� -�	
� �
 =�">3 ���� k2
n �	� �����$����� 
* L(Γ)� ����� kn �	� ���

-�	
� 
* det(S(k) − I)3 ��� �����	��

1
2πi

∫
� f ′(z)

f(z)
dz, =��>

���� ������ ��� ��� 
* ��� 
	��	� 
* ��� -�	
� �
 ��� *�����
� f(z) .����� ���
�
��
�	 
* ��� �����	��3 ��� �� ���� �
 �
���	��� =�&>� ��� $���� 
* ��� ����	�+
����
� ��� ���� �� ���������� *
	 ��� ���� *�����
� ϕ ∈ C∞

0 3 ��

e[ϕ] = lim
ε→0

1
2πi

∫ ∞

−∞

(
f ′(k − iε)
f(k − iε)

− f ′(k + iε)
f(k + iε)

)
ϕ(k)dk − (N − M)ϕ(0) =�B>

.��	� ��� ��	� −(N − M)ϕ(0) �
		���� ���� k0 = 0 ��� �����	��� �����
������
N − M + 1� C� ��� � *�. ����������3 *
	 �7��
�� ln(f)′ = f ′/f ; 4�
�$�����
���
	��9 d

dt (log | det A|) = �	
(

d
dtA

−1
)
; ��
���	�� ��� �7
����
�� ���3 ���

���	�7

D =

⎛
⎜⎜⎜⎝

d1 0 0 0
0 d1 0 0
0 0 d2 0

0 0 0
� � �

⎞
⎟⎟⎟⎠ , =��>

.���� �� ���	
����� *	
� ��� 	�����
�

d

dk
S = SV

d

dk
SE = ikSD. =�%>

'������3 .� ���9

u =
1

2πi
�	
[
(... + S−1(k) + I + S(k) + ...)iD

]− (N − M)δ(k) ="(>

=
1

2πi
�	

[( ∞∑
s=−∞

Sk

)
iD

]
− (N − M)δ(k). ="�>
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. ���� ="�> ��� �� ���������� ����� ��� ��� 
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	����

� ��� �	�
�� 4��9

• p �� � ����	
�� 	���� ���� �� 
	������ ��� ��
��� 
��� 
� ��� �	�
��

• 
	��(p) �� ��� ��������� ����	
�� 	���� 
* p3 ���� ��� 
�	�
��� 
	��� .���
��
��� 	�
�����
�� ���� ���� p = g · 
	��(p) .��	� g ∈ N \ {0}� C� ���� g
��� ���	�� 
* p�

��



• l(p) �� ��� ��
���	�� ������ 
* � 
�	�
��� 
	����

• T (p) �� ��� ��� 
* ��� ������	��� �
�F������ ��
�� ��� 
	��� p�

• P �� ��� ��� 
* ��� 
�	�
��� 
	���� *
	 � �	�
�3 Γ�

• Pn
m �� � ������ 
* P 3 �
�������� 
* ��� 
�	�
��� 
	���� 
* ����	��� ������ n3

���� ���	� �� � ��	���� $�	��7 ��� �
�� ���
 ��� ����	$�� ∆[ m+1
2 ], .��	� ���

�����	�
� [x] ���
��� ��� ������	 
�	� 
* x�

��� /	�� ��	� *	
� ="�> �� .���

• s = 03 ����
1

2πi
�	(IiD) =

1
2π

2N∑
n=1

dn =
L

2π
. ="�>

• C��� s > 03 ��� e �� �� 
	��
�
	��� ����� *
	 ��� ���
���� .�$��� e =
{e1 = [1, 0, ...]T , e2 = [0, 1, 0, ...]T , ...eN = [0, ..., 0, 1]T} ����

1
2πi

�	(SsiD) =
1
2π

2N∑
n=1

< SsDen, en > ="�>

=
1
2π

2N∑
n=1

d[ n+1
2 ] < Ssen, en > ="">

=
1
2π

2N∑
k=1

d[ n+1
2 ] < (SvSE)sen, en >, ="&>

.��	� < ·, · > �� ��� $���
	 �����	 
	
����� G�/�� Li �� ��� �
��� 
* ��+

������� 
* ���
���� .�$�� ��� Lo �� ��� �
��� 
* ��
������� 
* 
���
���
.�$��� ���� {

SE : Li → Lo,
Sv : Lo → Li,

="�>

��� ����
SvSE : Li → Li. ="B>
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	 en ��� 
��� 
�� �
�+-�	
 �
�

���� �� ����7 n� ���� ���
$���
	 SEen ��� � �
�+-�	
 �
�

���� �� ����7 n + (−1)n+1� ��� $���
	
SV SEen ��� �
�+-�	
 �
�

����� �� ��� ���

���� ����$����� �
 xn+(−1)n+1 3
��� �� ��� 

���� xi1 , xi2 , ..., xiv � ���� ��� $���
	 SESV SEen ��� �
�+-�	

�
�

����� �� ����7�� i1 + (−1)i1+1, i2 + (−1)i2+1, ..., iv + (−1)iv+1� C�
��� ���� < S2en, en > �� ��6�	��� *	
� -�	
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* S ��� .� /����� ���9

1
2πi

�	(SsiD) =
∞∑

s=1

2N∑
n=1

d[ n+1
2 ]

∑
p∈P s

n

⎛
⎝ ∏

σm
ij∈T (p)

σm
ij

⎞
⎠ eikl(p). ="�>
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	��(p))

⎛
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σm
ij

⎞
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• k < 0 '
	 ��� ������$� 
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�� ����� Sn
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���� ��� �7

����� ��$� 



���� ������ �
3 ��� ��	�� .��� ������$� k
���� �
 �
9 ∑

p∈P

l(
	��(p))

⎛
⎝ ∏

σm
ij ∈T (p)

σm
ij

⎞
⎠ e−ikl(p). =&(>

*�
�
�
�

	 �) $�
�	��� % ��	� &%%' ( #�� H(Γ) �� �
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 �
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 �
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u(k) ≡ 2δ(k) +
∞∑

n=1

(δ(k − kn) + δ(k + kn)) =&�>

= −(N − M)δ(k) +
L
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1
2π
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p∈P
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Ape

ikl(p) + Ape
−ikl(p)
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û(l) ≡ 2 +
∞∑
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e−iknl + eiknl

)
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p∈P
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'���	� &9 �.
 ��
�
���	�� ��� �
�+��
���	�� �	�
��3 �
���	����� .��� ���
������� a ��� b� V1, ..., V8 �	� $�	����� ��� E1, ..., E7 �	� ������ !$�	� ����3
En3 ��$� �� ���
������ ����	$�� [x2n−1, x2n] ∈ R� ��� �	�
�� �	� �	��� .���
χ = 8 − 7 = 1
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$�� �� 1�&2 �� ��� ���� 
* G�	������ ���� �� ��� �

�� ���

�����
�����*
	��3 .� �
�����	 4�
������� .��� ������	� ���� �� ��� $�	������

���
��� ��) �
� �����
 �������* ���� �
� ��� 	� ��� �	������ �����
� 	� �
�
����	
�� 	����� ��� ����� �	� �
� ����
� �� )���� , ��
 ����� ��

2an + 2bk, n, k ∈ N =&�>
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") ���	� *	
� ��� $�	��7 V3� 5� �	���	�	� �����	 
* 
	���� 
* ������ 2a
��� 2b ��� �� ����� *	
� ���	�3 ��� ����3 
�	�
��� 
	���� 
* ������ 2an + 2bk
��� �� �
���	����� 
� �����	 �	�
�3 .��	� n ��� k �	� ����	�� �����	�� �����
�	� ��� 
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	���� �����3 �$�	� 
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	��� 
� �����	 �	�
� ��$�
�
 �
����� �� �$�� �����	 
* a8� ��� b8�� �
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	����3 =&">3 ��� ����∑
p∈P

Ape
ikl(p) =&B>
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 *���� ����	��� ��� �
���	�� 
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�	��
	� 
� ��� �	�
��3
.� ��$� �
 �
�����	 ��� ��6�	������ ������
� −ϕ′′ = λϕ 
� ��� ����� ��
�� .���
��� ������	� �
����	� �
�����
�� =�>� '
	 ��� �	�
�� �� /��	� & ���� ��� ��
*
	������� ��9

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−ϕ′′
n = λϕn, n = 1, ..., 7,

ϕ1(x2) = ϕ2(x4) = ϕ3(x5) = ϕ4(x7),
∂ (ϕ1(x2) + ϕ2(x4) + ϕ3(x5) + ϕ4(x7)) = 0,

ϕ4(x8) = ϕ5(x10) = ϕ6(x11) = ϕ7(x13),
∂ (ϕ4(x8) + ϕ5(x10) + ϕ6(x11) + ϕ7(x13)) = 0,

∂ϕ1(x1) = ∂ϕ2(x3) = ∂ϕ3(x6) = ∂ϕ5(x9) = ∂ϕ6(x12) = ∂ϕ7(x14) = 0.
=&�>

��� ��6�	������ �7
	����
� 
� ��� ����� ��$� �
����
�� 
* ��� *
	� ϕn = A cos(k(x−
x2n−1)) + B sin(k(x − x2n−1))� �
�����	 .��� ��� �
�����
�� �� ��� ���� ���� 
*
=&�> .� ��$�

ϕ1 = A1 cos (k(x − x1)) , ϕ5 = A5 cos (k(x − x9)) ,
ϕ2 = A2 cos (k(x − x3)) , ϕ6 = A6 cos (k(x − x11)) ,
ϕ3 = A3 cos (k(x − x5)) , ϕ7 = A7 cos (k(x − x13)) ,
ϕ4 = A4 cos (k(x − x7)) + A′

4 sin (k(x − x7)) .
=&%>

����� *�����
�� �
�����	 .��� ��� �
����	� �
�����
�� ��$�3 *
	 �	�
� & �>9

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕ1(b) = ϕ2(a) = ϕ3(a) = ϕ4(0),
d
dxϕ1(b) + d

dxϕ2(a) + d
dxϕ3(a) − d

dxϕ4(0) = 0,
ϕ4(2a + 2b) = ϕ5(a + 2b) = ϕ6(2a + b) = ϕ7(b) = 0,

d
dxϕ4(2a + 2b) + d

dxϕ5(a + 2b) + d
dxϕ6(2a + b) + d

dxϕ7(b) = 0.

=�(>

4�� cos(kx) �� ���	�$����� �� c(x) ��� sin(kx) �� s(x)� ���� ��� *�����
� ϕ
�� �� �����*�����
� �
 ��� 4�
������ .��� ��� ������	� �
����	� �
�����
��3 
�
�	�
� & �> �69⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c(b) −c(a) 0 0 0 0 0 0
0 c(a) −c(a) 0 0 0 0 0
0 0 c(a) −1 0 0 0 0

s(b) s(a) s(a) 0 1 0 0 0
0 0 0 c(2a + 2b) s(2a + 2b) −c(a + 2b) 0 0
0 0 0 0 0 c(a + 2b) −c(2a + b) 0
0 0 0 0 0 0 c(2a + b) −c(b)
0 0 0 s(2a + 2b) −c(2a + 2b) s(a + 2b) s(2a + b) s(b)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1

A2

A3

A4

A′
4

A5

A6

A7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.
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������ .��� ������	� �
����	� �
���+
��
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� �	�
� & �> ��⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c(a) −c(2a + 3b) 0 0 0 0 0 0
0 c(2a + 3b) −c(b) 0 0 0 0 0
0 0 c(b) −1 0 0 0 0

s(a) s(2a + 3b) s(b) 0 1 0 0 0
0 0 0 c(2a) s(2a) −c(a) 0 0
0 0 0 0 0 c(a) −c(b) 0
0 0 0 0 0 0 c(b) −c(a + 2b)
0 0 0 s(2a) −c(2a) s(a) s(b) s(a + 2b)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1

A2

A3

A4

A′
4

A5

A6

A7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.
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��� ���) �
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��
 �	��
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���	�� ��� ���	��
 �� ���
�������� $�����
��� �		�� ��
�	����(�
*�

") ��� ����	������� �
 ��� ���	���� �� =��> ��� =��> �	�9

det(S) = cos(ka)
(

− 1
8 [sin(6ka + 3kb) + sin(4ka + 3kb) + sin(4ka + kb) − sin(2ka + kb)]

− 1
4 [− sin(4ka + 5kb) + sin(2ka + 5kb) + sin(kb)]

− 1
2 [sin(6ka + 7kb) + sin(6ka + 5kb)]

)
=��>

��� 	����� �� 
������� �� �� �7
����
� 
* ��� ��	�� �� ��� ����	������� .���
�	��
�
���	�� ����������3 *
	 �7��
�� sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)3
�� *�	 �� 

������ ��� ���� �� �
	���� ��� ��	�� ��� �
������� ���� ������
��� �������� 
* ��� ����	������� $�	�/�� ���� ��� �
���	�� �� ����� *
	 ��� �.
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	� .��� λ �= 0� @� ��� ���� .��� λ = 03 ��� �
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$�� �� ��� ���� 
* G�	������ �
����	� �
�����
��
�� ��� �

�� ���

���� ��� ������	� �
����	� �
�����
�� �� ��� ����	 $�	������
@� ���� ����9

det(S) = sin(ka)
(

− 1
8 [cos(6ka + 3kb) − cos(4ka + 3kb) + cos(4ka + kb) + cos(2ka + kb)]

− 1
4 [− cos(4ka + 5kb)− cos(2ka + 5kb) + cos(kb)]

− 1
2 [cos(6ka + 7kb) − cos(6ka + 5kb)]

)
,

=�">
��� ����3 ��� �
���	�� 
* ��� 4�
���� 

�	��
	� 
� ��� �	�
�� �	� ����� .���
λ �= 0� '
	 ��� �	�� .��� G�	������ �
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�� �� ��� ����	 $�	�����3 ��� 
��� *�����
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����� �
 ��� �����+
$���� λ = 0 �� ��� *�����
� ϕ = 0� ���� 	����� ��� �� 
������� �� ��������
�
��*���� ��� 
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	 �� ������� C� ��$�
*
��� ��7 ��6�	��� ��
�� 
* �
����-�� �����*�����
�� 
� ��� �	�
��� ���� �	�9

�	�
� � �	�
� �
I A��� ������� ��
� ������� ��
�
� V1 − V3 − V2 �3� � �3=��J��> ��
� V1 − V3 − V4 �3� � �3� �
� V1 − V3 − V6 − V5 �3��J��3�J�� ��� �3��3 � $�
" V1 − V3 − V6 − V7 �3��J��3��J� �$ �3��3� �
& V1 − V3 − V6 − V8 �3��J��3� �$ �3��3�J�� ���
� V2 − V3 − V4 �3� $� ��J��3� �$
B V2 − V3 − V6 − V5 �3��J��3�J�� ��� ��J��3��3� ��
� V2 − V3 − V6 − V7 �3��J��3��J� � ��J��3��3� �$
% V2 − V3 − V6 − V8 �3��J��3� � ��J��3��3�J�� �
�( V4 − V3 − V6 − V5 �3��J��3�J�� ��� �3��3� �
�� V4 − V3 − V6 − V7 �3��J��3��J� � �3��3� �$
�� V4 − V3 − V6 − V8 �3��J��3� � �3��3�J�� �
�� V5 − V6 − V7 �J��3��J� $ �3� �
�" V5 − V6 − V8 �J��3� � �3�J�� ���
�& V7 − V6 − V8 ��J�3� �$ �3�J�� �

����� �9 @���	$��� �� ��� �	�
�� �� /��	� &3 ���� ��� ��


	� �
������� �����+
*�����
��3 �
�����	 .��� � ��
� 
�	�����	 =�+$��> ��� ��� ������� 
* ��� ����� 
*
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���� 
) ��?� *
	 �7��
�� ��� 
��� V1 − V3 − V2 
� �	�
� �� ��� �
����	�
�
�����
�� ����� ���� cos(ka) = 0 ��� cos(kb) = 0 ��� �����3 *
	 λ = k2 �
 ��
�� �����$���� �
 ��� 4�
���� 
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� ��� �	�
�3 k ���� �����*�9{

k = π
a

(
1
2 + n1

)
,

k = π
b

(
1
2 + n2

)
.

=�&>

���� 

) ��� �
�����
�� 
� k �	�9{
k = π

a

(
1
2 + n1

)
,

k = π
3b

(
1
2 + n2

)
.

=��>

���� 


) )
�����	 
��� �����	 3 
� ��� �	�
� �� /��	� & �>9 V1−V3−V6−V5�
�� V1 − V3 �� �� 	����	�� ���� cos(ka) = 0 
� V6 − V5 �� �� *�	���	 	����	�� ����

� 



sin(2kb) = 0� ����� 	���	����
�� �	� ��F����� *
	 ��� �
����	� �
�����
�� �
 ��
*��/���� 
� V3 − V6 �� .���� ����3 k �� ��� �
����
� �
9{

k = π
a

(
1
2 + n1

)
,

k = n2π
2b .

=�B>

���� 
+) 5���
�
�� �
 ��
� ��� ��
$� ��� a ��� b �	� ����	��������{
k = π

b

(
1
2 + n1

)
,

k = n2π
2a .

=��>

���� +) ��� �
�����
�� 
� k �	�9{
k = π

a+2b

(
1
2 + n1

)
,

k = π
2a+b

(
1
2 + n2

) =�%>

���� +
) k �� ��� �
����
�� �
 cos(ka) = 0 ��� ����

k =
π

a

(
1
2

+ n1

)
. =B(>
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,���� �) #	������
 ������	�� 	� �
� ����� $�(�$�( ����� �. a
b �� � ����	���

�������
*�

") '
	 ��
� =�>3 ��� �.
 �
�����
�� 
� k �� =�&> ������9

π

a

(
1
2

+ n1

)
=

π

b

(
1
2

+ n2

)
, =B�>

��� .� ���
a

b
=

1 + 2n1

1 + 2n2
. =B�>

��� 	���� ���� ���� 
* =B�> �� 	���
��� ��� .� �
������ ���� =�&> ��$� �
����
��
�6 a

b �� 	���
���� ���� 	����� �� 
������� *
	 ��
� =��>+=$> �� ��� ���� .��� �

C� ��� ��
. ��� 	����� �� ��
���	 .�� �� .���� 4�� l �� ��� �
��� ������ 
* ���
����� �� � 
���� ��� �����*�����
� �
 ��� 4�
���� 

�	��
	 .��� G�	������ ����

� ��� ����	$�� [0, l] ∈ R �� ϕ = cos(kx)3 k = 0, 1, 2...� ���� *�����
� �
 ��$�	
$����� �� 

���� ���� ��$��� ��� ����	$�� ���
 �		���
��� 
�	�� ��� �����3 ���
�7�	� �
�����
�� *	
� ��� ��
�� �����
��� ��� ��$�	 �� ��� �* a/b �� �		���
����

'
	 �7��
��3 ��� a =
√

2 ��� b = 1; ����3 ��� 
��� V1−V3−V2 ��$� l = a+b3
��� ���� cos(nπ

l ) ��� ��$�	 �� -�	
 �� x =
√

2 ����� l
a = a+b

a = 1 + b
a = 1 + 1√

2

�� �		���
����
C� ��$� ���� ��$�� �� �7��
�� 
* �.
 ��
�
���	�� ��� �
�+��
���	�� �	�
���

���� .�	� 
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��� ���� ���
���	���� ���� ��� ��$�	�� 
	
���� �
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� ��$�
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	 ��� �	�
�� �
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��� ���
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������ ���� ���
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����� �
 �
������� �����*�����
�� �� ������� �
 k = π
a

(
1
2 + n

)
.��� a/b �� �� �		���
��� �����	� ��
� $� �� �
����� ��� ���� ��� �� ���� ��
=��> .���� ��� �� *���
	�-�� �� sin(ka)�

&�



� ��
� ������ ���� 	������� �
��� ���������������

���� �����
� .��� ������� ������
�� 	���	���� ��� !���	 )��	����	�����3 χ ���� .�
��	���	 ��/��� �� χ = M − N 3 .��	� M �� ��� �����	 
* $�	����� ��� N �� ���
�����	 
* ����� �� � �	�
��

)
�����	 *
	 � �
���� ��� �	�
� ���� �
������ 
* 
��� 
�� ���� ��� ����
�.
 $�	������ ��� !���	 ���	����	����� *
	 ���� �	�
� �� 1� 5�� �
������� �	�
��
��� �� �
���	����� *	
� ���� �	�
� �� ��	�� 

�	���
��9

�� G��
	����� ��� �	�
� ���� ������ � $�	��7 
� �� �7������ ����� ���� .���
���$� χ ��������� ����� ��� ���
	���� ���� .��� �� �
��� �� �.
�

�� 5�����
� 
* �� ���� ���.��� �.
 �
���� ���� .��� ���	���� χ �� 
���

�� 5�����
� 
* �� ���� .��� � �

�� ���

���� ���� ���$�� χ ����������

�
3 *
	 � �
������� �	�
�9

− N ≤ χ ≤ 1. =B�>

��� �	��� *
	���� =�> 	�$���� ���� χ ��� �� ����	����� *	
� ��� �
���	��
��� ��� *
��
.��� ���
	�� ��$�� �� �7
����� *
	����9

*�
�
�
�

	 ��) $�
�	��� / ��	� &0'( #�� Γ �� � )���� �	����� ������ ����

��
 L(Γ)��
� �	�����	�
��� #������ 	�����	� $���
 ����
��
 �	��
��� �	�
��
��	��(� #�� q ∈ L∞(Γ) �� � ���� �����
 �	������� ��
 S = L(Γ) + Q��
� �	����
��	�
��� 1�
�2
����� 	�����	�* �
��� Q �� �
� 	�����	� 	� ������������	� �� q�
�
�� �
� ����� �
������������ χ(Γ) 	� �
� ����
 Γ �� �������� 
��������
 �� �
�
�������� λn(S) 	� �
� 	�����	� S ��
 ��� �� ���������
 ����� �
� �����

χ(Γ) = 2 lim
t→∞

∞∑
n=0

cos
√

λn(S)/t

(
sin
√

λn(S)/2t√
λn(S)/2t

)2

, =B">

�
��� �
� �	��	���� �	������	� �� ���
+

λm = 0 ⇒ sin
√

λn(S)/2t√
λn(S)/2t

= 1. =B&>

@� .��� *
��
.� .� �	� �
��� �
 ����	���� χ �
 ��� �	�
�� ��
.� �� '���	�
� ����� ��� *
��
.��� 
	

�	���� �������9

*�
�
�
�

	 ���) $�
�	��� % ��	� &%3'( #�� Γ �� � �	����� ������ ����

���
 ����� �
������������ χ* ��
 ��� L(Γ) �� �
� �	�����	�
��� #������ 	�����	��
�
�� λ = 0 �� �� ���������� ���
 �������� ������������ ms(0) = 1 ��
 ���������
������������ ma(0) = 2 − χ�

&&
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'���	� B9 !�������
� 
* ��� �	��� *
	���� *
	 ��� *
�	 �	�
�� �� /��	� �� '	
�
�

 �
 �
��
�3 �>3 �>3 �> ��� �>� ��� %�%� /	�� ��	�� *	
� =B%> �	� ����� ��
��
��� ������ .�	� ���� �� 
	��	 �
 ��������� ��� ������	��� ���	���� ��� 
	
����
��� �	�
�����

4�� u �� ��� ����	�����
� ���� �
������ ��� �
���	�� �
 ��� 4�
���� 

�	��
	 
�
��� �	�
�� ��
.� �� /��	� �� ���	� �� � �������� �7
	����
� *
	 u �� ������
�
="�>9

u =
1
2π

Tr[(
∞∑

k=−∞
Sk)D]. =B�>

��� �7
	����
� �
�� ��$� � �
	� ���
�� *
	� .��� l1 = l2 = ... ≡ 1 ����� ����9

Se =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1
1 0

0 1
1 0

· · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
S̃e

eik, =BB>

&�



���

u =
1
2π

Tr[(
∞∑

k=−∞
(SvS̃e)k)eik] =B�>

=
1
π

Tr[(
∞∑

k=0

(SvS̃e)k)cos(k)]. =B%>

'
	 lj = 13 ��� �
���	�� �� 2π+
�	�
��� 
� ��� k+�7�� ���� �* (kj)2 �� �� �����$����
���� (kj + 2πn)2 �� ���
 �� �����$����� @� ������
�3 �* kj + 2πn �= 0 *
	 ��� n3
���� ��� �����
�������� 
* kj + 2πn �
������ =���
	�� �3 1%2>�

C� ���	
���� �.
 �

	
7�����
�� �� 
	��	 �
 ��		� 
�� ��� ���������
��� 4��
ut �� � �	������
� 
* =B%> �
 ����9

ut =
1
π

Tr[(
2048∑
k=0

(SvS̃e)k)cos(k)]. =�(>

@* ϕ �� � *�����
� .��� ��


	� �� k = 0 ��� �
� �� ��� 
���	 kn .���� �� � -�	

�
 det(S − I) = 03 ���� ma(0) ��� �� ���������� *	
�9

u[ϕ] =
∫ ∞

−∞
u(k)ϕ(k)dk = ϕ(0)ma(0). =��>

5 *�����
� ϕ *
	 .���� ��� �
�����
� 
� ��� ��


	� �
��� �� ���� ���� �� ϕ =
θ(k + 0.02)− θ(k − 0.02). C� �		�$� ��

u[ϕ] =
∫ 0.02

−0.02

u(k)ϕ(k)dk ≈
120∑

n=−120

ut(n∆)∆ ≡ m̃a(0). =��>

C��	� ∆ = 0.04
242 �

)�		���� 
�� ����� ���������
�� *
	 ��� �	�
�� ��
.� �� '���	� � ������9

�	�
� �� '���	� � �> �> �> �>
m̃a(0) 2.02 3.02 4.03 5.03

C� ��� ���� ��� !���	 ���	����	������ *
	 ��� �	�
�� ��� �� ���������� ����+
	����� �� χ = 2 − m̃a(0)�

&�
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'���	� �9 C� 
	
$� ���� ��� �.
 �	�
�� ��$� ��� ���� ������	��� 
	

�	���� ��
��� ����� .��� ��� ������ 
* E ����� �
 -�	
 ��� ��� $�������� *��/� v1 + v2 =
v3 + 2�

@� ���� �����
� .� �	� �
��� �
 ������� .��� ��

��� �
 ��� �
���	�� 
* � �	�
�
4�
������ �� ��� ����� .��� ��� ������ 
* �� ���� =
	 ��$�	��> ��� E ����� �
 -�	
�
@� �� ����	�� �
 �
�����	 ��� ��
���
 ����
3 ΓR .���� ��� �� 
������� *	
� Γ ��
	��
$��� ��� ���� E = [x1, x2] ��� ������������ ��� $�	����� �
������� �
 E ���
V1 ��� V2 �� � ��. $�	��7 V3 = V1 ∪V2 \ {x1, x2} .��� $������ v3 = v1 + v2 −2�
���� 
	
����	� �� ������	���� �� '���	� ��

C� ?�
. ��
�� ������	��� �� � ������ $�	��7 *	
� ��� 
	

* 
* ��� �	���
*
	����� 5� ���
���� .�$� 	������ �� � 	�K����� .�$� ��� �	��������� .�$��
���� ��� �� ����	���� ��	
��� ��� $�	��7 ������	��� ���	�7� @� ��� ���� .��3
.� ��� ��$� � ������	��� ���	�7 *
	 � �
�
��� �	�
� .��� .��� ��/���� �����
���������

���
��� �-) �
� ���������� ������ �	� �
� 
	���� ���� ����
 �
	�� �� -�����
4 �( ���
� �	 �
� ���������� ������ �	� �
� ��
���
 $����( ����
 �
	�� �� )����
4 �( �
�� �
� �����
 	� E ���
� �	 ���	�
*�

") C� ���
�� ��� 	�K����
� ��� �	��������
� �
�F������ *
	 $�	��7 Vm ��
rm ��� tm 	��
����$���� ��� ������	� �
����	� �
�����
�� =�> ��$�

rm =
2 − vm

vm
, tm =

2
vm

, =��>

.��	� vm �� ��� $������ 
* Vm� �	��������
� ��� 	�K����
� �� ��� �	�
� ��
.�
�� /��	� � �> �� ����	���� �� r3 ��� t3 .���� ���	� �	� �
	� 

����������� *
	
��� �	�
� ��
.� �� � �>� C� ��/�� ��� ��
������ 
* �� �	��������� .�$� ����
����	 ��� ��	����	� *	
� �� ��/���� ���� �������� �
 V1 ��� ���$� ��� ��	����	�

� �� ��/���� ���� �������� �
 V2 �� t12� C� ��/�� t213 t11 ��� t22 ����
�
�����
��� 	�K����
� �
�F������ *
	 ��� ��	����	� .��� �� ���
��� �� r11 ��� r22� C�
��$� �
 $�	�*� ����

t = t11 = t12 = t21 = t22, =�">

���
r = r11 = r22, =�&>

.��� ��� ������ 
* E3 d ����� �
 -�	
� C� ���	� .��� �� �7
����
� 
* ���
�
�F����� t12�

t12 = t1e
ikdt2 + t1e

ikdr2e
ikdr1e

ikdt2 + ... =��>

&�



=
t1t2e

ikd

1 − r1r2e2ikd
, =�B>

*
	 .���� �� �
��� ����

lim
d→0

t1t2e
ikd

1 − r1r2e2ikd
=

t1t2
1 − r1r2

. =��>

��� �7
	����
� �� ������	�� �� ��� ����� ���� t1 ��� t2 ��� �� ����	������� ���
���� t12 = t21� @� ��� ���� .�� .� /�� ����

t11 = t1 +
r2t1e

2ikd

1 − r1r2e2ikd
, =�%>

�


limd→0 t1 +
r2t1e

2ikd

1 − r1r2e2ikd
=%(>

= t1 +
r2t1

1 − r1r2
=%�>

=
t1(1 + r2(t1 − r1))

1 − r1r2
=%�>

=
t1t2

1 − r1r2
. =%�>

��� �7
	����
� �� ������	�� ��� ����� �
 =��> ��� ���� �� �
��� ���� t11 = t12 =
t21 = t22� @* .� ��� =��> .� /�� ����

t1t2
1 − r1r2

=
2
v3

, =%">

��� .� ��� ���� =�"> �� �	��� @� ��� ���� 
* 	�K����
�

r11 = r1 + t1e
ikdr2e

ikdt1 + t1e
ikdr2e

ikdr1e
ikdr2e

ikdt1 + ... =%&>

= r1 +
t21r2e

2ikd

1 − r1r2e2ikd
, =%�>

�


lim
d→0

r1 +
t21r2e

2ikd

1 − r1r2e2ikd
= r1 +

t21r2

1 − r1r2
=%B>

=
r1 + r2 + 2r1r2

1 − r1r2
. =%�>

����� ��� ���� �7
	����
� �� ������	��3 .� ��� ���� r11 = r22� @* .� ��� =��> .�
/���� ���

r1 + r2 + 2r1r2

1 − r1r2
=

2 − v3

v3
. =%%>

���� �
������� ���� =�&> �� *��/���� ��� ���� ��� 

����������� �	� �
�����	��� �

C� ��	� 
�	 �
�����	���
�� �
 ��� �
���	�� 
	
���� *
	 ��� 4�
������ 
� ���
�	�
� �� /��	� % �>� @� ��� ��7 ����� ��� ��7 $�	�����3 ��	�� 
* $������ 3 ���
��	�� 
* $������ 1� ��� $
���� 
* ��� �	�
� �� ��.��� 3 ��� ��� ���
� �� ����	��
�� ��� 
�	�����	 a ���� ����	���� ��� ������ 
* ����	�� ����� ��� ���
 ������

&�



'���	� %9 5 
��+
�	�����	 �	�
�� ��� �����	� ���
�� $�	�����; ��� �����	�
����� ��� ��� �		
.� �������� 

����$� ��	����
� �� �
��� �

	������ ������� 
�
��� ������ :
�� ���� ��� �	�
�� �	� 
	������� .��� ��6�	��� ������ ��� ���� ���
�
��� ������ ��.��� �� 3�

��� ������ 
* ��� 
���	 ����� �
 ���� ��� �
��� ������ L = 3� '���	� % �> ��� �>
��
.� �.
 �7�	��� ����� .��� ��� 
�	�����	 a = 1 ��� a = 0 	��
����$���� @�
��� /	�� ����3 ��� �

�� ����� ����

��	 ��� �� ��� ���
�� 
�� ��� �	�
� 	������
�
 � �	�� ���� ��� ����� ����

��	�� ��	 ��� �� �
 ����	����� �
. ��� �
���	��

* ��� �	�
� �> ��� �> ��� �� 
������� �� � ����� 
* ��� �
���	�� �� �>� C�
�

�� ��� ��	��� ����
� ���� .�� ���� �� �����
� � �
 /�� ��� �
���	��� ���
*�����
�� 
� ��� ����� �	�

ϕ1 = A1 cos(kx), ϕ2 = A2 cos(kx) + A′
2 sin(kx),

ϕ5 = A5 cos(kx), ϕ3 = A3 cos(kx) + A′
3 sin(kx),

ϕ6 = A6 cos(kx), ϕ4 = A4 cos(kx) + A′
4 sin(kx).

=�((>

C��� ��� ���	�$����
�� c(x) ≡ cos(kx)3 s(x) ≡ sin(kx) ��� b ≡ (1 − a) ���
�
�����
�� 
� ��� �
�F������ �	�⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c(b) −1 0 0 0 0 0 0 0
c(b) 0 0 −c(a) −s(a) 0 0 0 0
−s(b) 0 −1 −s(a) c(a) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 c(b) 0
0 −c(a) −s(a) 0 0 0 0 c(b) 0
0 −s(a) c(a) 0 0 0 −1 −s(b) 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 c(b)
0 0 0 0 0 −c(a) −s(a) 0 c(b)
0 0 0 0 −1 −s(a) c(a) 0 −s(b)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1

A2

A′
2

A3

A′
3

A4

A′
4

A5

A6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= �

�����

C��� a = 13 ��� ����	������ 
* ��� ���	�7 �� ��� ������
� ������ =�(�> ��

2(cos(3k) − 1) =�(�>

��� ��� �
����
� �
 ���� ������
� ��$� ��� ���� k �� ��� ���
	���� ��	��� 
*
������ 33 ����

k =
2nπ

3
, n ∈ Z , =�(�>

&�



��� ��� �
���	�� �
 �	�
� �> �� ���� ����� �
 ��� �
���	�� 
* ��� 	������
�	�
��

!����$����� �
 ��� 4�
������ 
� ��� 	������
� 
* �	�
� �> ��� �� ����	�����
*	
� ��� ������
�

cos2(kx) sin(kx) = 0, =�(">

��� ����3 ��� �����$����� �	�

λ =
n2π2

4
. =�(&>

4�� a = 03 ���� ��� ����	������ 
* ��� ���	�7 �� =�(�> �� -�	
� ���� ����� ����
���	� �� �� ����� 
�� �
�+-�	
 $���
	 �� ��� �����
��� �
 ��� ���	�7 *
	 �$�	� k�
��� $���
	 �� ��� 
�� ���� �
		��

��� �
 A′

2 = A′
3 = A′

4� ��� �
		��

�����
*�����
� ��� ��� 
	

�	���� ���� �� ��� �
 $���� ���.��	�3 ��� � ��	�$���$� �� ���
��	�� $�	����� ���� .�� �	
���� �
�����	� @� ���� �� �����*�����
� �
 ��� �	�
�
4�
������L @� �� �
� �������������� �������*�� ����� ϕ ��� �
 ��


	� ���
����� ||ϕ|| = 0� ��� ��6�	���� ���.��� ��� �����	��� ��� �
���	�� �����
��������
�� 	������ �
 ��� !���	 ���	����	������ @� �� ����	 ���� ��� !���	 ���	����	������
*
	 �	�
�� ��
.� �� /��	� % �> ��� �> �	� ��6�	����

,���� ��) #�� Γ1 �� � �	����� ����
 ���
 ���������� ������ S(1) ��
 �� �
��
E 	� �����
 d� �� Γ2 �� �
� ��
���
 ����
 �	 Γ1 ���
 ������� �	 E �
��

lim
d→0

det(S(1)) = −det(S(2)) =�(�>

*�

") S
(1)
V ��� S

(2)
V �	� �����	� �� ���
	�� � ��� *�	���	�
	� 	��� ���

������	�� �
 ����	 ����	������� �	� ���	�*
	� ����� �
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